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ο υπολογισµός των ολοκληρωµάτων στην πράξη… 
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3
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16►∫ 2συν3xηµx  dx = -
2
1 συν4x + c 

 

17► ( ) ( ) c+1+x5
80
3 = dx 1+5x3x 8272∫  

 

18► ( ) ( ) c+3+s2
16
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4
23

1
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19► ( ) ( )∫ ∫ c+1+x
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4
35

1
-32
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20► ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ c+
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1
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-32
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21► c+xln
4
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x
lnx 3

4
3
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22► c+
4
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θσυν
θεφ 

4

2
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∫  

 

23► c+συνxln- = dx 
συνx
ηµx  = dx εφx ∫∫  

 

24► c+ηµx+xln = dx 
ηµχ+x
συνx+1 ∫  

 

25► c+lnuln = du 
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u
1

  = du 
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1
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27► ( )( ) c+
2
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10
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2
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2
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3
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3
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                                                                                                                                         (c∈R) 



Ολοκληρωτικός Λογισµός                          (www.sonom.gr)                                                                  99 
 
 

31► c+
32

ηµ4x-
8
x = dx 

8
συν4x-1  = dx 

4
x2ηµ  = dx xσυνxηµ 

2
22 ∫∫ ∫  

 
 

32► ( ) ( )∫ ∫ ∫ c+
5
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3
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8
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8
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2
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36► c+
2
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2
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2
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2
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2
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2
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1 
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           αλλιώς:  = c+
2
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2
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           αλλιώς:  αργότερα!                                                                                 
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100                                                                 ∆ηµήτρη Ποιµενίδη – Μαθηµατικά Κατεύθυνσης Γ΄Λυκείου  
 
 

                                       37► c+β+xαln
α
γ = dx 

β+αx
γ ∫  

 

                                       38►∫ c+3+x2+xln
2
1 = dx 

3+x2+x
1+x 2

2  

                                                                

                                                         39► ( ) dx 
3+xx

3-x3+x-3x  =   dx 
x3+x

3-x3+x-3x 22

23

24

23

∫ ∫  

              
 

                                                                                                      =∫ dx )
3+x

x2+
x
1-

x
1( 22  

 
 

                                                                                                      = ( ) c+3+xln+
x
1+xln 2  

 
 
 
 

 
 

                                       40►  dx 
1-x-2x

1+2x-5x-3x-6x 2
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∫ = 

 
 

                                                                                                     = dx)
1-x-2x

3x-1-3x( 2
2∫  

 

                                                                                                     = )dx 
1)+1)(2x-(x

3x-1-(3x2∫  

 

                                                                                                     = dx )
1+2x

1-
1-x

1-1-(3x 2∫  

 

                                                                                                     = c+1+x2ln
2
1-1-xln-x-x3  

                                                                                                                                       
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                                         (c∈R) 

 θα βρω α,β,γ,δ ∈R  τέτοιους ώστε ∀x∈R*, να ισχύει: 
 

 ( ) (1)      
3+x
δ+xγ

+
x
β

+
x
α

=
3+xx

3-x3+x-x3
2222

23

 

 
 (1) ⇔ 3x3-x2+3x-3 = αx(x2+3)+β(x2+3)+(γx+δ)x2, ∀x∈R*  
 
      ⇔ 3x3-x2+3x-3 = (α+γ)x3+(β+δ)x2+3αx+3β 
 
                α+γ = 3                  α = 1 
      ⇔      β+δ = -1       ⇔      β = -1 
                 3α = 3                  γ = 2 
                 3β = -3                 δ = 0  
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2
2

2
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 θα βρω α,β ∈R  τέτοιους ώστε ∀x∈R / {-1/2,1}, να ισχύει:  

                       
( )( )

( )1     
1+x2

β
+

1-x
α

=
1+x21-x

x3
   

 
 (1)  ⇔  3x = α(2x+1)+β(x-1), ∀x∈R / {-1/2,1}  
 
       ⇔  3x = (2α+β)x+α-β  
                 2α+β = 3            α = 1 
       ⇔                       ⇔ 
                   α-β = 0            β = 1 
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41► ( ) ( )∫ ∫∫ c+συνxln+φxεx=dx xεφ΄x -xεφx=΄dxεφxx =dx 
xσυν

x 2  

 
 
42► ( ) ( )∫ ∫∫ c+e-e)xηµ(=dx΄eηµx -e)xηµ(=΄dxeηµx =dx ηµxσυνxe ηµxxηµxηµxηµηµxηµx  

 
 
43►∫ =  dt tln 2 ∫ tdtln)́t( 2 = tln2t-∫ ΄dt)t(lnt 2  

 

                                               = dt tln2
t
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                                               = ∫ dt 2lnt )′(t - tlnt 2  

 
                                               = ( )( )∫ ΄dt2lntt - 2tlnt-tlnt 2   

 
                                               = c+2t+2tlnt - tlnt 2  
 
 
44► ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫ ∫ ΄dxlnxηµx - )x(lnηµx=dx xlnηµ΄x =dx lnxηµ  
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x
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x
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2
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45►∫ dx 1+xx                          = ( )∫ du u2u1-u 2 = ( )∫ du 2u-2u 24  
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47►∫ dx 
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e x
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                        =∫ du 
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u  = du 
1+u
1-1+u ∫  = du )

1+u
1-1( ∫  

 
 = c+1+uln-u  
 
 =ex - ln(1+ex) +c 

 
 

48►∫ dx 
2+xηµ3+xηµ

συνx 2               = du 
2+u3+u

1 2∫  = ( )( )∫ du 
2+u1+u

1  = du )
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xηµ+2
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                                                                                                                                         (c∈R)  

      θετω:   u= 1+x  
           τότε:  x=u2 –1 
            και   dx=2udu 

        θέτω:    u=x-1 
           τότε:    x=u+1 
             και    dx=du  

         θέτω:     u=ex 
        οπότε: du=exdx  

 θέτω:    u=ηµx 
οπότε:  du=συνxdx 

 
θα βρω α,β ∈R, τέτοιους ώστε 

 ∀u∈R / {-2,-1}, νάναι: 
 

( )( )
( )1   

2+u
β

+
1+u

α
=

2+u1+u
1

 
    (1)  ⇔  1 = α(u+2)+β(u+1) 

 
                  ⇔  1 = (α+β)u+2α+β 
 
                           α+β=0           α=1 
                  ⇔                 ⇔ 
                          2α+β=1          β=-1 

             



Ολοκληρωτικός Λογισµός                          (www.sonom.gr)                                                                  103 
 
 

49►∫ ∫ ∫ dx 
xσυν-1

ηµx   =   dx 
xηµ

ηµx   =   dx 
ηµx

1 22  

 
 

                                                                               =∫ du 
u-1
1- 2  = ( )( )∫ du 

1+u1-u
1  

 

                                                                                        = du )
1+u
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1-u

1/2( ∫  

 

                                                                                  = c+1+uln
2
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2
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                                                                                    = c+
1+u
1-uln

2
1  

 

                                                                             = c+
συνx+1
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2
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                  αλλιώς:  dx 
ηµx

1
 ∫  

 
 

=∫ du 
u+1

2

u+1
2u
1 2

2

 

=∫ du 
u
1  

 
= c+uln  

 

= c+
2
xεφln                                                                      

                                                                                                                                         (c∈R)  

               θέτω:    u=συνx 
              οπότε:  du= -ηµxdx 
 
           θα βρω α,β∈R ,τέτοιους ώστε      
           ∀u∈R / {-1,1} να είναι: 

           
( )( )

( )1     
1+u

β
+

1-u
α

=
1+u1-u

1
  

 
            (1)  ⇔ 1=α(u+1)+β(u-1) 
                  ⇔ 1=(α+β)u+α-β 
                          α+β=0           α=1/2 
                  ⇔                 ⇔   
                          α-β=1            β= - 1/2 

               ■

2
x

εφ+1

2
x

εφ2
=xηµ

2
       ■

2
x

εφ+1

2
x

εφ-1
=xσυν

2

2

       ■

2
x

εφ-1

2
x

εφ2
=xεφ

2
       ■

2
x

εφ2

2
x

εφ-1
=xσφ

2

 

 

 η «καθολική αντικατάσταση»:
2
x

εφ=u      οπότε:  dx)
2
x

εφ+(1
2
1

=du 2   δηλαδή: du
u+1

2
=dx 2  

                                                                   και: 
u2
u-1

=σφx , 
u-1

2u
=εφx , 

u+1
u-1

=συνx , 
u+1
u2

=xηµ
2

22

2

2  

 
 µετατρέπει ( µε πολύ κόπο πολλές φορές ! ) τα τριγωνοµετρικά ολοκληρώµατα σε ρητά 

     θέτω   
2
x

εφ=u  

  οπότε   dx)
2
x

εφ+(1
2
1

=du 2  

 δηλαδή  du
u+1

2
=dx 2  

     και   2u+1
u2

=xηµ  
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50►∫ dx 
5+xσυν3+xηµ4

1  

 

                                                         =∫ ∫ du 
u5+5+3u-3+8u

2=du 
u+1

2

5+
u+1
u-13+

u+1
2u4

1
222

2

2

2

 

                                                         =∫ du 
4+u4+u

1 2  

                                                         =∫ du 
2)+(u

1 2  

                                                         = c+
2+u

1-  

                                                         = c+
2+

2
xεφ

1-                                                            (c∈R)  

 

51►
36

1-4=
36
1-

36
4=]

36
)1+x3([=dx )1+x3(x 

661

0

1
0

62
52∫  

 

52► ( )
3

1-ee=
3
e-

3
e=]

3
e[=dx ex 

21

0

1
0

1+x
1+x2

3
3∫  

 

53► ∫
2
π

2
π

-

33

2
π

 

2
π

-

3
2

3
2=

3

)
2
π-(ηµ

-
3

2
πηµ

=]
3

xηµ[=dx xσυνxηµ  

 

54► dx 
x-x

1-x-x+3x-3x 
3

2
2

234

∫  

 

                                                         = ( ) dx )
1-x

1-
x
1+1+(3x =dx )

1-xx
1-+1+(3x 

3

2

2
3

2

2 ∫∫  

                                                         =[ ]323 1)-ln(x-xln+x+x  
 
                                                         =27+3+ln3-ln2-(8+2+ln2-ln1) 
 
                                                         =20+ln3-2ln2 

                                                         =20+ln
4
3  

 
 
 
 
                                         
 

     θέτω:   
2
x

εφ=u  

    οπότε: dx )
2
x

εφ+1(
2
1

=du 2  

              δηλαδή: du
u+1

2
=dx 2  

    και    2u+1
u2

=xηµ  

           2

2

u+1
u-1

=xσυν  

   3x4-3x3+x2-x-1    x2-x 
  -3x4+3x3             3x2+1 
                x2-x-1 
               -x2+x 
                      -1 
θα βρω α,β ∈R τέτοιους ώστε 

[ ]
( )

( )1  
1-x

β
+

x
α

=
1-xx

-1
:νάναι 3,2x ∈∀

  
   (1) ⇔ -1=α(x-1)+βx 

 
  ⇔ -1=(α+β)x-α 
   
          α+β=0            α=1 
  ⇔                  ⇔ 
           -α=-1            β=-1 
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55► ( )∫ ∫ ∫
2
π

0

2
π

0

2
π

0

x2
π

0 
xxx dx x2ηµ2e- -συν2x]e[=dx x2συν΄e =dx x2συνe  

                                                          = ( )∫
2
π

0

x2
π

0 
x dx x2ηµ΄2e +]x2συνe[  

                                                          = ∫
2
π

0

x2
π

0 
x2

π

0 
x dx x2συν4e -ηµ2x][2e+συν2x][e  

                 ⇔     2
π

0 
x

2
π

0

2
π

0 
xx ]x2ηµe2[+]x2συνe[=dx x2συνe 5  ∫  

                 ⇔         
5

1-e-=
5

0ηµ2e-ηµπe2+0συνe-συνπe=dx x2συνe 
2
π

2
π

0

02
π

02
π

x∫  

 
 

56►∫
1

0

dx x-1x  

= ( ) ( ) 0
1

30

1

0

1

5
242 ]

3
2u-

5
2u[ =   du 2u-2u   =   du u2uu-1-   ∫ ∫                       

= )
3
2-

5
2(-0-0  

=
15
4  

 
 
                                                                         

57►∫
1

0

22 dx x-4 x  

=∫
6
π

0

 4ηµ2u uµ4η-4 2  2συνu du =∫
6
π

0

16ηµ2uσυν2u du 

=∫
6
π

0

4ηµ22u du 

=∫
6
π

0

2(1 –συν4u) du 

= 6
π

0 ]2
ηµ4u-u2[  

=
4
3-

3
π  

 
 

 
                                   για x=1   0 
  θέτω:    x-1=u = 
                                   για x=0   1 
  οπότε:  x =1-u2 
   και    dx = -2udu 
 

 
 

    θέτω:    x=2ηµu, u∈[0,
6
π

] 

   οπότε:  dx=2συνudu 
 

  για x=1:  ηµu=
2
1

   ⇔  u=
6
π

 

  για x=0:  ηµu=0    ⇔  u=0 
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                             x     ,  -π ≤ x ≤ π 
58► αν f(x) =                                  η f  είναι συνεχής στο [-π, π]  αφού: 
                             ηµx ,   x > 0 
    
    η f είναι συνεχής στα [-π, 0) και (0, π] και 0=)0(f=)x(flim=)x(f

+0 x-0 →→x
lim  (δηλ. η f συνεχής και στο 0) 

    συνεπώς: ∫∫∫
π

0

0

π-

π

π-

 dx)x(f=f(x)dx +f(x)dx = ∫ ∫
0

π-

π

0

2

2
π-2=...=ηµxdx+xdx  

 
 

59► αν f περιττή , τότε:   ∫
α

α-

f(x)dx = ∫ ∫
0

α-

α

0

f(x)dx+f(x)dx  

                                                       = ∫ ∫
0

α

α

0

f(x)dx+f(-u)du-  

                                                       = ∫ ∫
0

α

α

0

dx)x(f+du)u(f (γιατί αφού η f είναι περιττή ισχύει:f(-u) = -f(u)) 

                                                       =  -∫ ∫
α

0

α

0

dx)x(f+du)u(f  

                                                       =  0 
 
             οµοίως: 

             αν f περιττή, τότε:          ∫
α

α-

f(x)dx = ∫
α

0

dx)x(f2  

 
 

60► αν  Ιν = ∫
2
π

0

ν , xdxηµ ν∈Ν* τότε  ∀ν > 2:  Ιν = 
ν

1-ν Ιν-2 , αφού: 

               Ιν =  =΄dx)xυν-σ(xηµ=xdxηµxηµ
2
π

0

2
π

0

1-ν1-ν∫ ∫ 2
π

0 
1-ν ]xσυνxµ-η[ + ∫

2
π

0

22-ν xdxσυνxµ1)η-(ν  

                                                                          =         0    +   (ν-1)∫
2
π

0

22-ν dx)xηµ-1(xηµ  

                                                                          =  (ν-1)∫
2
π

0

2-ν xdxηµ - (ν-1)∫
2
π

0

νxdxηµ  

                                                                          =           (ν-1)Ιν-2     -     (ν-1)Ιν  
 
                                           ⇔          Ιν + (ν-1)Ιν = (ν-1)Ιν-2  
 

                                           ⇔                        Ιν = 
ν

1-ν Ιν-2 

 
                                   για x=0    0 

    θέτω: u = -x =                    
                             για x=-α   α 

               οπότε: x = -u 
                  και dx = -du 
 


