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µία προσπάθεια για τις ταυτότητες… 
 

 

 

� ( Α + Β )2 = Α2 + 2ΑΒ + Β2 

 

         ( κ + φ )2 =  κ2  + 2•κ•φ  +  φ2 

 

       ( 3x + µ )2 = (3x)2+2•3x•µ + µ2 

                       = 9x2 + 6xµ +µ2    

 

        ( α +5y )2 = α2 + 2•α•5y + (5y)2 

                       = α2 + 10αy + 25y2 

 

        (4ω+3β)2 = (4ω)2+2•4ω•3β+(3β)2 

                       = 16ω2 + 24ωβ + 9β2                                                                                            

 

         (2κ+3µ)2 = ……  …  ……  …  ……     

  

      (5β+ …… )2 = ……  …  20β  …  …… 

 

 

� Α2 + 2ΑΒ + Β2 = ( Α + Β )2 

           

          φ2 + 2φω + ω2 =  ( φ + ω )2 

 

          4κ2 + 4κy + y2 = (2κ)2+2•2κ•y+y2          

                                = ( 2κ + y )2  
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4
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� ( Α – Β )2 = Α2 – 2ΑΒ + Β2 

 

          ( x - θ )2 =  x2 – 2•x•θ + θ2 

 

        ( 2κ – µ )2 =  (2κ)2 - 2•2κ•µ + µ2 

                        =  4κ2 – 4κµ + µ2 

 

        ( β – 4φ )2 =  β2 – 2•β•4φ + (4φ)2 

                        =  β2 – 8βφ +16φ2 

 

        (3λ – 2µ)2 =  (3λ)2 -2•3λ•2µ + (2µ)2 

                        =  9λ2 –12λµ + 4µ2 

 

       (4β – 3γ )2 =  ……  …  ……  …  …… 

 

    ( ……  …  2κ)2 = ……  – 12κ  …  …… 

 

 

� Α2 – 2ΑΒ + Β2 = ( Α – Β )2 

 

           β2 – 2βν + ν2 = ( β – ν )2   

 

             9ρ2 – 6ρ +1 = ( 3ρ )2 -2•3ρ•1+12    

                              = ( 3ρ –1 )2   
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� ( Α + Β )3 = Α3 + 3Α2Β + 3ΑΒ2 + Β3 

 

          ( ω + γ )3 =  ω3 + 3ω2γ + 3ωγ2 + γ3 

 

        ( 2α + β )3 =  (2α)3+3(2α)2β+3•2α•β2+β3 

                        =  8α3 + 12α2β + 6αβ2 + β3 

 

( 3κ + 2y )3 =(3κ)3+3(3κ)22y+3•3κ(2y)2+(2y)3 

                  = 27κ3+54κ2y+36κy2+8y3 

 

 

� Α3 - Β3 =( Α - Β )( Α2 + ΑΒ + Β2 ) 

 

         x3 – α3 = ( x – α )( x2 + xα + α2 ) 

 

      κ3 – 125 =  κ3 – 53   

                   = ( κ – 5 )( κ2 + 5κ +25 ) 

 

 

� Α2 - Β2 =( Α – Β )( Α + Β ) 

 

         x2 – κ2 =  ( x – κ )( x + κ )   

 

       9α2 – β2 =  (3α)2 – β2      

                   =  ( 3α – β )(3α + β )   

 

   4κ2 – 25ν2 =  (2κ)2 – (5ν)2     

                   =  (2κ – 5ν)(2κ +5 ν)   

 

          µ2 – 7 =   µ2 – ( 7 )2   

                    =  (µ - 7 )(µ + 7 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� ( Α – Β )3 = Α3 – 3Α2Β + 3ΑΒ2 – Β3 

 

          ( λ – µ )3 =   λ3 – 3λ2µ + 3λµ2 – µ3 

 

        ( x – 2λ )3 =   x3–3x22λ+3x(2λ)2–(2λ)3  

                        =   x3–6x2λ+12xλ2–8λ3  

 

( 5κ – 3α )3 =(5κ)3–3(5κ)23α+3•5κ(3α)2 –(3α)3 

                  = 125κ3–225κ2α+135κα2–27α3 

 

 

� Α3 + Β3 =( Α + Β )( Α2 – ΑΒ + Β2 ) 

 

        β3 + y3 = ( β + y )( β2 – βy + y2 ) 

 

         8 + γ3 =  23 + γ3   

                  = (2 + γ )( 4 – 2γ + γ2 ) 

 

 

κι άλλες ταυτότητες… 

 

 

� ( Α+Β+Γ )2 =Α2+Β2+Γ2+2ΑΒ+2ΒΓ+2ΓΑ 

 

  (2x-3α+y)2
=(2x)2+(-3α)2+y2+2(2x)(-3α)+2(-3α)y+2y(2x) 

                   =4x2+9α2+y2-12αx-6αy+4xy 

 

� x2 + (α+β)x + αβ = ( x+α )( x+β ) 

 

                 x2 - 5x - 6 = (x+1)(x-6) 
 

             γιατί:   x2 – 5x – 6 = x2 + (1+(-6))x + 1(-6) 

 

 

κι άλλες (;) ταυτότητες… 

 

 

� ( Α + Β )3 = Α3 + Β3 + 3ΑΒ( Α + Β ) 

� ( Α – Β )3 = Α3  - Β3 - 3ΑΒ( Α – Β ) 

� Α2 + Β2 = ( Α + Β )2 – 2ΑΒ 

� Α2 + Β2 = ( Α – Β )2 + 2ΑΒ 

� Α3 + Β3 = ( Α + Β )3 – 3ΑΒ( Α + Β )                      

� Α3 – Β3 = ( Α – Β )3 + 3ΑΒ( Α – Β ) 
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για να αποδείξω µία ισότητα κάνω πράξεις… 
 

 

                  στο ένα µέλος (το πιο σύνθετο) µέχρι να καταλήξω στο άλλο                          (=) 
              ή        σε κάθε µέλος ξεχωριστά µέχρι να καταλήξω στο ίδιο αποτέλεσµα                 (=) 
              ή        και στα δύο µέλη ταυτοχρόνως (εφαρµόζοντας ιδιότητες πράξεων και ταυτότητες)     (⇔)                            

                         µέχρι να καταλήξω σε µία ισότητα η οποία να είναι φανερό ότι ισχύει  

 

      για παράδειγµα   θα αποδείξω ότι : (α2+β2)(x2+y2) = (αx+βy)2+(αy-βx)2 

 

       1ος τρόπος:                  (αx+βy)2+(αy-βx)2 = α2x2+2αxβy+β2y2+α2y2-2αyβx+β2x2 

                                                                     = α2(x2+y2)+β2(y2+x2) 

                                                                     = (x2+y2)(α2+β2)              τέλος! 

       2ος τρόπος:                      (α2+β2)(x2+y2)  = α2x2+α2y2+β2x2+β2y2 

                                         (αx+βy)2+(αy-βx)2 = α2x2+2αxβy+β2y2+α2y2-2αyβx+β2x2                                                                                    

                          άρα :              (α2+β2)(x2+y2) = (αx+βy)2+(αy-βx)2  

       3ος τρόπος:                        (α2+β2)(x2+y2) = (αx+βy)2+(αy-βx)2     

        αρκεί να δείξω ότι:  α2x2+α2y2+β2x2+β2y2 = α2x2+2αxβy+β2y2+α2y2-2αyβx+β2x2 

                                                              που ισχύει ! 
 

  

µία άσκηση… 
 

 

     θα αποδείξω ότι :   αν   α2+β2+γ2-αβ-βγ-γα=0   τότε   α=β=γ  

 

       αν είχα 2αβ ,2βγ ,2γα το πρώτο µέλος θα µου θύµιζε ταυτότητα  

 

       γι αυτό «βλέπω» ότι:  2α2+2β2+2γ2-2αβ-2βγ-2γα    = 0      (πολλαπλασίασα και τα 2 µέλη µε 2) 

                     

                     δηλ.    α2-2αβ+β2 + β2-2βγ+γ2 + γ2-2γα+α2  = 0  
 

                     δηλ.            (α-β)2  +  (β-γ)2  +  (γ-α)2        = 0                         (*) 

 

       αλλά είναι:        (α-β)2 
≥ 0  και  (β-γ)2  

≥ 0  και  (γ-α)2  
≥ 0 

 

       συνεπώς από τη σχέση (*) συµπεραίνω ότι : 

 

                                     (α-β)2=0  και  (β-γ)2=0  και  (γ-α)2=0 
 

                          δηλ.       α-β = 0  και   β-γ = 0   και   γ-α = 0 
 

                          δηλ.          α = β     και   β = γ    και      γ = α   
 

                              άρα : α = β = γ 
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παραγοντοποίηση πολυωνύµων… 
 

 

� γιατί…  
 

• επίλυση εξισώσεων 
 

               x2 -x  = 0 

             x (x-1) = 0 

             x = 0   ή   x-1 = 0 

             x = 0   ή      x = 1  
 

• απλοποίηση κλασµατικών 

αλγεβρικών παραστάσεων 
 

  
β+α

7
=

)β+α)(β-α(

)β-α(7
=

β-α

β7-α7
22  

 

• εύρεση ΕΚΠ πολυωνύµων και 

πράξεις µε κλασµατικές 

παραστάσεις 
 

        

22

222

)1-x(x

x
-

)1-x(x

)1-x(2
=                            

)1-x(

1
-

)1-x(x
2

=
1+x2-x

1
-

x-x

2

 

                                    = 
2)1-x(x

x-2-x2
 

                                    =
2)1-x(x

2-x
 

� και πώς… 
 

• άµεσα 
 

            3ω6-6αω5+3ω2=3ω2(ω4-2αω3+1) 
 

• µε οµαδοποίηση 
 

            κ3-κ2+κ-1=κ2(κ-1)+(κ-1) 

                          =(κ-1)(κ2+1) 

            ή αλλιώς :         
            κ3-κ2+κ-1=κ(κ2+1)-(κ2+1) 

                          =(κ2+1)(κ-1) 

            ή αλλιώς :     
            κ3-κ2+κ-1=(κ-1)(κ2+κ+1)-κ(κ-1) 

                          =(κ-1)(κ2+κ+1-κ) 

                          =(κ-1)(κ2+1) 

 

 

 

 

• χρησιµοποιώντας τις ταυτότητες 
 

             Α2+Β2
± 2ΑΒ = (Α± Β)2 

             Α3
± Β3

± 3Α2Β+3ΑΒ2 = (Α± Β)3 
             Α2–Β2 = (Α–Β) (Α+Β) 

             Α3
± Β3 = (Α± Β) (Α2

∓  ΑΒ+Β2) 

             x2 + κx + λ = x2 + ( α + β )x + αβ  

                              = ( x + α ) ( x + β ) 
 

             όπου βέβαια η «µαγκιά» είναι  

              να βρούµε (µε δοκιµές) αριθµούς α,β  

              τέτοιους ώστε : α+β=κ και αβ=λ 
 

                      x2-7x+12   

                   = x2+(-3+(-4))x+(-3)(-4) 

                   = (x+(-3))(x+(-4))  

                   = (x-3)(x-4) 
 

• χρησιµοποιώντας συνδυασµό των 

προηγουµένων µεθόδων 
 

                4(x-y)+(y-x)(α+β)2   

             = 4(x-y)-(x-y)(α+β)2 

             = (x-y)(22-(α+β)2)          

             = (x-y)(2-α-β)(2+α+β) 
 

                x5+2x4+x3-27x2-54x-27 

             = x3(x2+2x+1)-27(x2+2x+1) 

             = (x+1)2(x3-33) 

             = (x+1)2(x-3)(x2+3x+9) 
 

                (x2+y2-ω2)2-4x2y2   

             = (x2+y2-ω2)2-(2xy)2 

             = (x2+y2-ω2-2xy)(x2+y2-ω2+2xy) 

             = [(x-y)2-ω2][(x+y)2-ω2] 

             = (x-y-ω)(x-y+ω)(x+y-ω)(x+y+ω) 
 

                α9+β9  

             = (α3)3+(β3)3    

             = (α3+β3)(α6-α3β3+β6) 

             = (α+β)(α2-αβ+β2)(α6-α3β3+β6) 
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το ΕΚΠ πολυωνύµων… 
 

 

 

 είναι το γινόµενο όλων των πρώτων (δηλ. αυτών που δεν παραγοντοποιούνται ) 

 παραγόντων τους , µε τον µεγαλύτερο εµφανιζόµενο εκθέτη 

 

             για παράδειγµα   αφού:    )1-x(x2=)1-x(x4=x4-x4 32334  

                                                    22 )1-x(=1+x2-x  

                                                          )1-x(2=2-x2  

                             είναι:   ΕΚΠ ( 2-x2 ,1+x2-x ,x4-x4 234 ) = 232 )1-x(x2  

 

 
 

και οι πράξεις µε κλασµατικές παραστάσεις… 
 

 

 

   � πολλαπλασιασµός-απλοποίηση 

 

• 
1+α
1-α

=
)1+α)(1-α(

)1-α(
=

)1-α(α

)1+α2-α(α
=

α-α

α+α2-α 2

2

2

3

23

 

 

• 1+x=
)1-x(

)1+x)(1-x(
=

)1+x)(1-x(x

x)1+x)(1-x(
=

)1+x)(x-x(

x)1-x(
=

1+x

x
 

x-x

1-x
2

22

22

4

22

4

 

 

• 
)3+ω)(1+ω(

2-ω
=

)3+ω)(2+ω(

1-ω
 

)1+ω)(1-ω(

)2+ω)(2-ω(
=

6+ω5+ω

1-ω
 

1-ω

4-ω
22

2

 

 

• 
x3

)2+x)(1+x(
=

2+x

x3
1

1+x

=

2+x

x3
1+x

 

 

• 4+x2-x=
)2+x)(2-x(x

)2-x(x)4+x2-x)(2+x(
=

4-x

x2-x

x

8+x
=

x2-x

4-x
:

x

8+x 2
2

2

23

2

23

 

 

       αλλιώς:       
x2-x

4-x
:

x

8+x
2

23

 =

 
 2x-x 

 4-x 
 

 
x

 8+x 
 

2

2

3

=

 2)-x(x 

 2)+2)(x-(x 
 

 
x

 4)+2x-2)(x+(x 
 

2

   

 

                                                                    =
2)+2)(x-x(x

 4)+2x-2)(x+2)(x-x(x 2

  

 

                                                                    = x2 - 2x + 4   



6                                                                      δηµήτρη ποιµενίδη – µαθηµατικά γ΄γυµνασίου 

 

             

   � πρόσθεση 

 

• 
1-α

)1-α(α
+

1-α

1+α
=α+

1-α

1+α
   [ ΕΚΠ : α-1 ]  

 

                             =
1-α

α-α+1+α 2

 

 

                             =
1-α

1+α2

 

 

 

• 
 )2-x(x 

1
+

 2-x 

x
-

)2-x(

1-x
=

x2-x

1
+

2-x

x
-

4+x4-x

1-x
222  

    

                                                    
 )2-x(x 

2-x
+

 )2-x(x 

)2-x(xx
-

)2-x(x 

)1-x(x
= 22

 
2             [ ΕΚΠ : x(x-2)2 ] 

 

                                                     = 2

2

)2-x(x

 2-x+)2-x(x-)1-x(x 
    

 

                                                     = 2

232

)2-x(x

 2-x+x2+x-x-x 
    

 

                                                    2

23

)2-x(x

 2-x3+x- 
=  

 
 

• =
xy-x

1
+

xy+x

1
+

y-x

1
2222

 
 y)-x(x 

1
+

 y)+x(x 

1
+

 y)-y)(x+(x 

1
    [ ΕΚΠ : x(x+y)(x-y) ] 

 

                                                    = 
y)-y)(x+x(x

 y)+x(+y)-x(+x 
 

 

                                                    = 
 y)-y)(x+x(x 

3x
 

 

                                                    = 
 y)-x)(y+x( 

3
 

 

 

• 
)β-γ)(α-γ(

1
+

)α-β)(γ-β(
1

+
)γ-α)(β-α(

1
= 

)γ-β)(γ-α(
1

+
)β-α)(γ-β(

1
-

)γ-α)(β-α(
1

 

 

                                                                  = 
)γ-β)(γ-α)(β-α(

 )β-α(+)γ-α(-)γ-β( 
  [ ΕΚΠ:(α-β)(α-γ)(β-γ) ]  

 

                                                                  = 
 γ)-γ)(β-β)(α-(α 

 β-α+γ+α-γ-β 
= 0 

θυµήσου ! 

σε κάθε περίπτωση 

(δηλ. και χωρίς να βρεις το ΕΚΠ) 

ισχύει: 

Β∆

ΒΓ±Α∆
=

∆

Γ
±

B

A
 



ταυτότητες, παραγοντοποίηση και πράξεις                           www.sonom.gr                              7 

 

 

   � κι άλλες πράξεις… 

 
 

• 1-x+x=
α

 )x+1-x(α 
=

α

 x 

x

 xα+α-xα 
=

x

 α 
:)α+

x

 α-xα 
( 2

222

  

 
 

• =
 κλ+λκ 

1
:)

 λ 

1
+

 κ 

1
( 22  

1

 λ)+κλ(κ 
 

κλ

 κ+λ 
= (κ+λ)2  

 
 

• 
 

)y+x)(y-x(

 )y-x(y-)y+x(x 
 

  
)y-x)(y+x(

 )y+x(y+)y-x(x 
  

=
 

 y+x 

y
-

 y-x 

x
 

 
 y-x 

y
+

 y+x 

x
 

1=
 y+yx-xy+x 

 y+yx+xy-x 
= 22

22

 

 
 

• =

x
1

-x

x
1

+x+1

2

x

 1-x 

 
x

 1+x+x 
 

3

2

=
 )1+x+1)(x-x(x 

 )1+x+x(x 
2

2

=
 1-x 

1
 

 
 

• =)
 

x

1
-x 

1
+

 
x

1
+x 

1
(:

1   -x 

2
2 )

 
x

1  -x
 

1
+

 
x

1+x
 

1
(:

 1  -x 

2
222  

 

                                                   )
 1  -x 

x
+

 1+x 

x
(:

 1  -x 

2
= 222  

   

                                                   
)1x)(1+x(

 )1+x(x+)1  -x(x 
:

 1  -x 

2
= 22

22

2  

   

                                                   3

22

2 x2

 )1  -x)(1+x( 

 1  -x 

2
=  

 

                                                   3

2

x
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=  
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σειρά σου τώρα… 
 

 

   

� 1. Χωρίς χαρτί και µολύβι...  

 

i. (x - α)2 = (α - x)2                                                                        σωστό  ή  λάθος ; 

 

ii. (- α + β)2 = (α - β)2                                                                     σωστό  ή  λάθος ; 

 

iii. (- x - y)2 =(x + y)2                                                                       σωστό  ή  λάθος ; 

 

iv. αν αβ < 0 τότε η παράσταση α + β είναι διαφορά τετραγώνων       σωστό  ή  λάθος ; 

 

v. οι αριθµοί 2 - 1 και 2 + 1 είναι αντίστροφοι                             σωστό  ή  λάθος ; 

 

vi. ο αριθµός 71213 - 70133 είναι πολλαπλάσιο του 9                       σωστό  ή  λάθος ; 

 

� 2. Αν για τις πλευρές τριγώνου ΑΒΓ ισχύει: (α + β)2 + (β + γ)2 + (γ + α)2 = 4(αβ + βγ + γα) 

           να αποδείξεις ότι αυτό είναι ισόπλευρο 

 

� 3. Να αποδείξεις ότι αν  x + y + z = 0  τότε:  x2 + y2 + z2 = 2(y2 - xz) 

 

� 4. Να υπολογίσεις τις τιµές των παραστάσεων:  Α=( 3 + 2)2,  Β=( 3 - 2)2  και  Γ = ΑΒ 
                                                                                                                                      [απ. Γ=1] 

 

� 5. ∆ύο αντίστροφοι αριθµοί έχουν άθροισµα 2 5 . Μπορείς να υπολογίσεις 
 

i. το άθροισµα των τετραγώνων τους 
 

ii. το τετράγωνο της διαφοράς τους 
 

iii. τη διαφορά του µικρότερου από τον µεγαλύτερο; 
                                                                                                                                [απ. 18, 16, 4] 

 

� 6.    i.  δες τον αριθµό  11- 4 7  ως τέλειο τετράγωνο  
 

             ii.  γράψε τον αριθµό 74-11 χρησιµοποιώντας µία µόνο ρίζα 

                                                                                                                                 [απ. -2+ 7 ] 
 

� 7. Βρες το εµβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ 

           του διπλανού σχήµατος 

 

 

 

 

                                                                                                                                  [απ. 5 - 3 ] 
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� 8. Να γράψεις τις ακόλουθες παραστάσεις στην απλούστερη δυνατή µορφή: 

 

i. 2+2 2-2 2   

 

ii. ( 2+1-+2+1 )2  

 

iii. 
 22+3 

22-3
- (3+2 2 ) 

                                                                                                                    [απ. 2, 2+2 2 , - 4 2 ] 

 

� 9. Να παραγοντοποιήσεις τις ακόλουθες παραστάσεις: 

 

i. (7x + 2y)2 + 15x2 – (2x + 7y)2 + 15xy 

 

ii. α – β + 2 a + 1 ,  όπου β θετικός αριθµός   

 

iii. x2 + 2x + 1 – 9y2 

 

iv. α3 + 3α2 + 6α + 8 

 

v. 4x4 + 3x2y2 + y4  

 

vi. κ2 – λ2 + 2κ + 4λ - 3 

                                                                [απ. 15(x+y)(4x-3y), ( α + β +1) ( α - β +1), (x-3y+1) (x+3y+1), 

                                                                           (α+2)(α2+α+4), (2x2+y2-x2y2) (2x2+y2+x2y2), (κ+λ-1)(κ-λ+3)] 
 

� 10. Αν για τις πλευρές τριγώνου ΑΒΓ ισχύει η σχέση: 
 β+α 

γ
=

 γ+α 

β
 

            να αποδείξεις ότι αυτό είναι ισοσκελές 

 

� 11. Να παραγοντοποιήσεις την παράσταση: αβ(β – α) + βγ(γ – β) + γα(α – γ) 
                                                                                                                        [απ. (α+β)(α+γ)(γ-β)] 

 

� 12. Να αποδείξεις ότι:  (x+ y)3 (x- y) - (x4- y4) = 2xy (x2- y2) 

 

� 13. Να αποδείξεις ότι αν  xyz = 1  τότε:  1=
 1+z+zx 

z
+

 1+y+yz 

y
+

 1+x+xy 

x
 

                               [υπόδειξη: είναι z=1/xy, ξεκίνα λοιπόν από το πρώτο µέλος, αντικατάστησε και κάνε πράξεις] 
 

� 14. Να αποδείξεις ότι η παράσταση:   
 y)-x)(z-(z

z
+

 z)-x)(y-y( 

y
+

 z)-y)(x-x( 

x 222

 

            έχει τιµή ανεξάρτητη των x, y, z 
 

                  [υπόδειξη: αν πειράξεις λίγο τα πρόσηµα θα δεις ότι οι παράγοντες στους παρονοµαστές είναι 3 κι όχι 6] 
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� 15. Να γράψεις τις ακόλουθες παραστάσεις στην απλούστερη δυνατή µορφή: 

 

i. 
 1-x 

1
-

 x-x 

1
+

 x 

1
2242   

 

ii. 
 4+4x-x 

x
+

 2-x 

1
-

 2x-x 

x2
22  

 

iii. 
 κ  -4 

1
  -

 2  -κ+κ 

3
+

 2+κ 3 -κ 

1
222  

 

iv. 
 3+5 

5
+

 3-5 

3
 

 

v. 
1  -α

α  -α 
)

 α 

1
+

 α 

1
+

 α 

1
+1( 4

34

32            

 

vi. 
 βα  -)β+α( 

β  -α
22222

66

 

 

vii. )
y+x

 y-x 
)](

 x 

1
-

  y

1
(:x)-

y

y+x 
[( 33

2222

 

                                                                                [απ. 0, 22)-(x 

1)-x(2
, 

 2)+2)(κ-κ( 

5
, 4, 1, (α+β)(α-β), x] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                             Μ.C. Escher (1898–1972)                        Waterfall (1961)                          


